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Blue 
物理学では，等式の関係式（方程式）があるときには，その両辺は同じ種類

の物理量，すなわち，同じ次元をもつ量でなければならない。例えば，方程式の

右辺の物理量が長さを表し，左辺の物理量が時間を表すというような状況はあっ

てはならない。この事実を用いると，問題を解析的に解くことをしなくても，物

理学の関係式をおおよそ導くことができる。例えば，一定の重力加速度gのもと

で高さ h のところから物体が落下するのに要する時間を論じるには，量gと h を

用いて時間を表す量を組み立てるだけで十分であり，それを満たすのは
2/1)/( ghaT = 以外にないのである。この答に含まれる a は未定の係数である。 a

は無次元量であってこの方法だけでは決定することはできない。この係数は実数

で，1, 21 , 3 , π , などあらゆる可能性がある。このようにして物理的関係式を

もとめる方法は「次元解析」と呼ばれる。次元解析では，無次元の係数は重要で

はないので，それを書く必要はない。うまいことに，大部分の物理学の問題では，

この係数は 1 程度の量であるから，それを省略しても，物理量の大きさの程度が

変わることはない。したがって，上記の問題に次元解析を適用すると，
2/1)/( ghT = が得られる。 

 
一般には，物理量の次元は，M （質量）， L （長さ），T （時間）， K （温

度）という四つの基本量の次元によって表される。任意の量 x の次元は， ][x  で
表される。例として，速度v ，運動エネルギー kE ，熱容量 VC の次元を表すと，

1][ −= LTv , 22][ −= TMLEk , 122][ −−= KTMLCV となる。 
 

1 基本定数と次元解析  

1.1 
物理学の基本定数の次元を求めよ。すなわち，プランク定数 h ，光

速 c ，万有引力定数G ，ボルツマン定数 Bk の次元をそれぞれ，長

さ，質量，時間，温度の次元で表せ。 
0.8

 

シュテファン=ボルツマンの法則によれば，黒体の表面の単位面積から単位時

間に放射されるエネルギーは黒体放射強度と呼ばれ，
4σθ に等しい。ここで，

σ は「シュテファン=ボルツマン定数」と呼ばれ，θは黒体の絶対温度である。 
 
 

1.2 
シュテファン=ボルツマン定数の次元を，長さ，質量，時間，温度の

次元を用いて表せ。  
0.5

 

シュテファン=ボルツマンの定数は基本定数ではなく，基本定数の組合わせに

よって表すことができる。すなわち， δγβασ BkGcha= と書くことができる。こ

の関係式で a の値はわれわれの観点からは重要ではないので，１とおくことにし

よう。 
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1.3 次元解析を用いて，α , β ,γ , δ を求めよ。 1.0

2 ブラックホールの物理  

ここでは，次元解析でブラックホールの性質のいくつかを求めてみよう。「無

毛仮設」と呼ばれる物理学の定理によると，今考えているブラックホールの特性

のいくつかは，ブラックホールの質量だけによって決まる。ブラックホールの特

性の一つは，「事象の地平」の面積である。大まかにいうと，事象の地平とはブ

ラックホールの境界のことである。この境界の内側では重力があまりにも強いの

で，境界の内側から光は出ることができない。 
ブラックホールの質量m と事象の地平の面積 Aとの関係を求めよう。この事

象の地平の面積はブラックホールの質量，光速，万有引力定数に依存する。設問

1.3 のように γβα mcGA = と書くことにする。 
 

 

2.1 次元解析を用いてα , β , γ を求めよ。 0.8
 

この結果から，ブラックホールの事象の地平の面積はブラックホールの質量の

増加とともに増加することが明らかになる。古典的な観点からは，ブラックホー

ルからは何も出て来ないので，すべての物理過程において質量は増加し，事象の

地平の面積は増加するだけである。熱力学の第二法則との類推から，ベーケンシ

ュタインは，ブラックホールのエントロピーは，その事象の地平の面積に比例す

るということを提案した。すなわち，エントロピー S に対して， AS η= とした。

この推測は，他の議論からももっともらしいと考えられるようになった。  
 

2.2 

熱力学ではエントロピー S は，その変化分dSについての関係式

θdQdS = によって定義される。ここで，dQは流入する熱量であ

り，θはその系の絶対温度である。この定義を用いて，エントロピ

ーの次元を求めよ。 

0.2

 

2.3 
設問 1.3 と同様に，次元をもつ量ηを基本定数 h , c , G , Bk を用いて

表せ。 
1.1

 
 
以下の節では，次元解析を用いないこと。しかし，これまで得られた結果を用

いてもよい。 
 
3 ホーキング放射 
 
半量子論的方法によって，ホーキングは，放射が無いとする古典的な観点とは

反対に，ブラックホールは，「ホーキング温度」と呼ばれる温度における黒体放

射と同じように放射をしていると考えた。これから考えるモデルでは，ブラック

ホールは外界に対して仕事をしない黒体であると仮定している。 
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3.1 

ブラックホールのエネルギーを質量で与る式 2mcE = と熱力学

の法則（第一法則とエントロピーと熱との関係）より，ブラッ

クホールのホーキング温度 Hθ を，ブラックホールの質量と基本

定数を用いて表せ。ブラックホールは周囲に対して仕事をしな

いものとする。  

0.8

 

3.2 

孤立したブラックホールの質量は，ホーキング放射によって，

変化する。シュテファン=ボルツマンの法則を用いて，ブラッ

クホールの単位時間あたりの質量変化がホーキング温度 Hθ にど

のように依存するかを求め，それをブラックホールの質量と基

本定数によって表せ。 

0.7

 

3.3 
質量m の孤立したブラックホールが完全に蒸発するまで，すな

わち質量を失うまでにかかる時間 *t を求めよ。  
1.1

 
熱力学の観点から，ブラックホールはある奇妙な挙動を示す。例えば，ブラッ

クホールの熱容量は負となる。 
 

3.4 質量m のブラックホールの熱容量を求めよ。 0.6
 

4 ブラックホールと宇宙の背景放射 
 

ブラックホールが宇宙の背景放射にさらされているとする。宇宙の背景放射は，

温度 Bθ の黒体放射であり，全宇宙に広がっている。面積 Aをもつ物体は，単位

時間に AB ×4θσ のエネルギーを受け取る。したがって，ブラックホールはホーキ

ング放射によってエネルギーを失うが，宇宙の背景放射からエネルギーを受け取

る。 
 
 

4.1 
ブラックホールの単位時間あたりの質量変化（質量の時間微

分）を，ブラックホールの質量，宇宙の背景放射の温度，基本

定数を用いて表せ。  
0.8

 

4.2 
ある質量 *m でこの質量変化はゼロとなり，熱平衡状態が実現す

る。このときの *m を求め， Bθ と基本定数を用いて表せ。 
0.4

 

4.3 
設問 4.2 の解を Bθ について解き，設問 4.1 の解の Bθ に代入し，

ブラックホールの単位時間あたりの質量変化（質量の時間微

分）をm , *m と基本定数で表せ。 
0.2

 

4.4 
宇宙の背景放射と熱平衡にあるブラックホールのホーキング温

度を求めよ。 
0.4
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4.5 
この熱平衡状態は安定か不安定か？ その理由は？（その理由

を数式を用いて述べよ） 
0.6
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【解答】 
 
1.1)  I) 光子のエネルギーの式より， 

==⇒=⇒= −1]][[][][]][[ ννν EhEhEh 12 −TML  
Ⅱ) =][c 1−LT            

Ⅲ)  ==⇒= −22
2 ]][][[][ mrFG
r
mmGF 231 −− TLM      

Ⅳ) ==⇒= − ][][][ 1 EkkE BB θθ 122 −− KTML       
 
 
1.2)  シュテファン＝ボルツマンの法則より，単位面積，単位時間あたりのエネ

ルギー 4θσ= と書けるから，       
=⇒=−− ][][][ 412 σσ KTLE 43 −− KMT  

 
 
1.3)  シュテファン＝ボルツマン定数は，数値的な定数を除いて δγβασ BkGch= と

表すことができる。そこで， δγβα ,,, を次元解析で決めよう。 
δγβασ ][][][][][ BkGch= であり， 43][ −−= KMTσ であるから， 

 
( ) ( ) ( ) ( ) δδγβαδγβαδγαδγβα −−−−−++++−−−−−−−−− == KTLMKTMLTLMLTTMLKMT 2223212223111243

           
これより，            
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2.1)  事象の地平の面積Aは，古典的な相対論的重力理論（一般相対論）から，

ブラックホールの質量mを用いて計算される。一般相対論では，特殊相対論

の特徴的な定数である光速cと，重力の特徴的な定数である万有引力定数Gが

組み合わされる。ただし，量子論の特徴的な 定数であるプランク定数hには

よらない。そこで，  
γβα mcGA =  

と書くことができる。 
次元解析を実行すると， 

( ) ( ) βαβαγαγβαγβα −−++−−−− ==⇒= 2312312][][][][ TLMMLTTLMLmcGA  
          
となる。これより， 
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2.2)  エントロピーの定義
θ

dQdS = より， == −1]][[][ θES 122 −− KTML  

 
2.3)  AS=η であることから， 
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となる。これより， 
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3.1)  熱力学第１法則は dWdQdE += と書ける。題意より， 0=Wd であり，エン

トロピーの定義式 
θ
dQdS = より， 

0+= dSdE Hθ  

   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

2

2

mcE

m
ch
kGS B

 を用いて，
1

2
1 −−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

dm
dSc

dE
dS

dS
dE
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3.2)  シュテファン＝ボルツマンの法則は，単位時間に単位面積から放射される

エネルギーを与える。 2mcE = および，問 1.3)，2.1)，3.1)の結果より， 
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これより，         =
dt
dm

22

4 1
16
1
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hc

−    

 
3.3)  積分して， 

22

4 1
16
1

mG
hc

td
md

−=  dt
G
hcdmm ∫∫ −=⇒ 2

4
2

16
   t

G
hcmtm 2

4
33

16
3)0()( −=−⇒  

*tt = でブラックホールが完全に消滅するとして， 

0)( * =tm      ∴ =*t 3
4

2

3
16 m
hc
G  

 
 
3.4)  熱容量 VC は，温度（＝ホーキング温度）θ （＝ Hθ ）が変化するときのエネ

ルギーEの変化で与えられる。 
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4.1)  シュテファン＝ボルツマンの法則より，ブラックホールが単位表面積あた

り単位時間に失うエネルギーと，背景放射から単位表面積あたり単位時間に得

るエネルギーが与えられる。よって， 
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4.2)  0=
dt
dm

より，  ( ) 01
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4.3)  *

3 1
2 mkG
hc
B

B =θ を設問 4.1)の結果に代入して， 
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4.4)  背景放射と熱平衡にあるときの温度（ホーキング温度）を *θ とすると， 

044* =⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−= A

td
Ed

Bθθσ  ∴ =*θ Bθ  

       
 
 
4.5)  設問 4.3)の結果より， 

0* >⇒>
dt
dmmm  また，  0* <⇒<

dt
dmmm  

これより，質量mが *m から少しでも外れると，つねに *m から離れる方向へ

変化するから， *mm = の熱平衡の状態は不安定であることがわかる。 
 
 


